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Kazda kartke nalezy czytelnie podpisac.

Rozwigzanie réznych zadan nalezy umiesci¢ na oddzielnych kartkach.

Zadania nalezy rozwigzywaé samodzielnie.

Nie wolno korzystaé z ksigzek, notatek z zajeé itp., pomocy innych oséb, internetu.

Nalezy szczegblowo uzasadniaé rozwigzania powolujac si¢ na odpowiednie twierdzenia, lematy, ...
Maksymalna punktacja za kolokwium: 35 punktéow.

Zadanie 1 (8 pkt.). Okreslmy f: R? — R wzorem f(z,y) = { 22 + 1?2 dla (z,9) # (0,0)
0 dla (z,y) = (0,0).

®) Wykazaé, ze f jest ciggla na R

b) Znalezé wszystkie punkty rézniczkowalnosci funkcji f.
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Zadanie 2 (8 pkt.). Uzasadni¢, ze funkcja f: R?2 — R dana wzorem f(z,y) = 2%y (3% - % - 1)
A . 3% 2y
przyjmuje na zbiorze A = {(z, y) € R?: —;— + —g—
lez¢ te wartosci i punkty, w ktérych sa przyjmowane. Rozstrzygnaé, czy funkcja f ma ekstremum

lokalne w punkcie p = (0, 4) Jesli tak, okregli¢ rodzaj ekstremum.

< 1} warto$¢ najmniejszg i najwiekszg. Zna-

Zadanie 3 (8 pkt.). Zalézmy, ze funkcja f : (0,00)®> — R jest rozniczkowalna. Wykaza¢, ze f
spehiiia réwnanie

f(z,y) dla wszystkich z,y>0
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wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka rézniczkowalna ¢ : (0,00) — R, ze f(z,y) = xyp(z? + y?)
dla wszystkich z,y > 0.

Zadanie 4 (8 pkt.). a) (4 pkt.) Dany jest zbior X i miara zewnetrzna p* okreslona na jego

bodzbiorach, tka 2e (X)) < oo. Dla A C X definiujemy v*(A) = )

Nl 8 AR ;
T+ 1 (A) Wykazaé, ze

v* jest miarg zewngtrzng na X.

b) (4 pkt.) Niech A = { (z,y) € R? : dla pewnych liczby wymiernych p, ¢ zachodzi pz + qy =
2024}. Uzasadnic¢, ze zbiér A jest mierzalny i znalezé A;(A).

Zadanie 5 (8 pkt.). Niech u bedzie miarg okreslona na borelowskich podzbiorach R taka, ze
u(A) =1 dla kazdego A takiego, ze A(A) = 1. Udowodnij, ze

a) u(Z) = 0 dla dowolnego borelowskiego Z takiego, ze A\,(Z) = 0;
b) jesli b—a =13, to ye([a,b]) = %;
c) p(fa,b]) = b — a dla dowolnych a,b € R,a < b.



